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Бициклической называют группу, являющуюся произведением двух циклических подгрупп. Доказывается, что произ-
водная π -длина конечной π -разрешимой группы с бициклическими силовскими p -подгруппами для всех p π∈  не 
превышает 6, а в случае, когда 2 ,π∉  не превышает 3. 
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The group is called a bicyclic group if it is the product of two cyclic subgroups. It is proved that the π -solvable group with bi-
cyclic Sylow p -subgroups for any p π∈  is at most 6 and if 2 ,π∉  then the derived π -length of a π -solvable group with 
bicyclic Sylow p -subgroups for any p π∈  is at most 3. 
 




Рассматриваются только конечные группы. 
Все используемые понятия и обозначения соот-
ветствуют [1], [2].  
Бициклической называют группу, являю-
щуюся произведением двух циклических под-
групп. Инварианты конечных разрешимых групп 
с бициклическими силовскими подгруппами по-
лучены в [3]. В частности, производная длина 
таких групп не превышает 6, а нильпотентная 
длина не превышает 4. Разрешимые группы, об-
ладающие нормальным рядом с бициклическими 
силовскими подгруппами, изучены в [4].  
Пусть G  – π -разрешимая группа. Тогда 
она обладает субнормальным рядом, факторы 
которого являются либо π ′ -группами, либо абе-
левыми π -группами. Наименьшее число абеле-
вых π -факторов среди всех таких субнормаль-
ных рядов группы G  называется производной 
π -длиной π -разрешимой группы G  и обозна-
чается через ( )al Gπ .  Ясно, что в случае, когда 
( ),Gπ π=  значение ( )al Gπ  совпадает со значени-
ем производной длины группы G.   
В настоящей статье исследуется производ-
ная π -длина π -разрешимой группы, у которой 
силовские p -подгруппы бициклические для всех 
p π∈ .  Доказывается, что ( ) 6al Gπ ≤ ,  а если 
2 π∉ ,  то ( ) 3al Gπ ≤ .  Отсюда вытекают некоторые 
результаты работы [3].  
 
1 Основные понятия  
Пусть P  – множество всех простых чисел, а 
π  – некоторое множество простых чисел. До-
полнение к π  во множестве P  обозначается че-
рез π ′.  Символом π  обозначается также функ-
ция, определенная на множестве всех натураль-
ных чисел N  следующим образом: ( )aπ  – мно-
жество простых чисел, делящих натуральное 
число a.  Для группы G  считаем, что 
( ) ( )G Gπ π= | | .   
Зафиксируем некоторое множество простых 
чисел π.  Если ( )mπ π⊆ ,  то натуральное число 
m  называется π -числом. Группа G  называется 
π -группой, если ( )Gπ π⊆ ,  и π ′ -группой, если 
( )Gπ π ′⊆ .  В последнем случае ( )Gπ π∩ = ∅.   
Пусть G – группа. Рассмотрим цепочку под-
групп группы G: 
0 1 21 tF F F … F …= ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ,  
где 1 ( ( ))i i iF F F G F G+ / = / .  Здесь ( )F X  – под-
группа Фиттинга группы X, т. е. наибольшая 
нормальная нильпотентная подгруппа группы X. 
Если группа G  разрешима, то существует нату-
ральное число k такое, что .kF G=  Наименьшее 
МАТЕМАТИКА
Д.В. Грицук, В.С. Монахов, О.А. Шпырко 
 
                 Проблемы физики, математики и техники, № 1 (14), 2013 62 
натуральное число с таким свойством называют 
нильпотентной длиной разрешимой группы G  и 
обозначают через ( )n G .  Наименьшее натураль-
ное число n,  для которого выполняется равенст-
во ( ) 1nG = ,  называют производной длиной раз-
решимой группы G  и обозначают через ( )d G .  
Здесь G′  – коммутант группы G  и 
( ) ( 1)( )i iG G − ′= .   
Группа G  называется π -разрешимой, если 
она обладает нормальным рядом  
 0 1 21 mG G G … G G= ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ = ,    (1.1) 
факторы которого являются либо разрешимыми 
π -группами, либо π ′ -группами. Ряд (1.1) будем 
называть ( )π π′, -рядом группы G.  Наименьшее 
число π -факторов среди всех нормальных 
( )π π′, -рядов группы G  называется π -длиной 
π -разрешимой группы G  и обозначается через 
( )l Gπ .   При  { }pπ =   определение  π -длины  
π -разрешимой группы превращается в опреде-
ление p -длины ( )pl G ,  предложенное Ф. Холлом 
и Г. Хигменом [5] для p -разрешимых групп. 
Элементарная теория p -длины изложена в мо-
нографии Хупперта [2].  
Поскольку π -факторы ( )π π′, -ряда π -раз-
решимой группы G  разрешимы, то каждая π -раз-
решимая группа обладает ( )nπ π′, -рядом, т. е. 
таким нормальным ( )π π′, -рядом, у которого все 
π -факторы нильпотентны. Наименьшее число ниль-
потентных π -факторов среди всех ( )nπ π′, -рядов 
группы G  называется нильпотентной π -длиной 
π -разрешимой группы G  и обозначается через 
( )nl Gπ .  Если ( )Gπ π⊆ ,  то π -разрешимая группа 
G  становится разрешимой и значение нильпо-
тентной π -длины группы G  совпадает со зна-
чением нильпотентной длины.  
Теперь введем понятие производной π -дли-
ны π -разрешимой группы. Обратим внимание 
на то, что здесь будут использоваться субнор-
мальные ряды. Пусть G  – π -разрешимая группа. 
Тогда она обладает субнормальным ( )aπ π′, -ря-
дом, т. е. таким рядом 
0 1 2 1 1n nG G G G … G G−= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ = ,    (1.2) 
что подгруппа iG  нормальна в 1iG −  и факторы 
1i iG G− /  являются либо π ′ -группами, либо абе-
левыми π -группами для всех i.  Наименьшее 
число абелевых π -факторов среди всех субнор-
мальных ( )aπ π′, -рядов группы G  называется 
производной π -длиной π -разрешимой группы 
G  и обозначается через ( )al Gπ .  Ясно, что в слу-
чае, когда ( ),Gπ π=  значение ( )al Gπ  совпадает 
со значением производной длины группы G.  
Метациклическая группа – это группа, со-
держащая циклическую нормальную подгруппу, 
фактор-группа по которой также циклическая. 
Ясно, что метациклическая группа всегда явля-
ется бициклической. Бициклическая примарная 
группа нечетного порядка является метацикли-
ческой [2, III.11.5]. Бициклические 2-группы и 
непримарные бициклические группы нечетного 
порядка могут быть неметациклическими (см. 
примеры 2.2 и 2.3 в статье [4]). Общие свойства 
бициклических групп можно найти в моногра-
фии [2].  
 
2 Вспомогательные результаты  
Для доказательства теоремы понадобятся 
следующие леммы.  
Лемма 2.1 [3, следствие теоремы 2]. Группа  
нечетного порядка с метациклическими силов-
скими подгруппами дисперсивна по Оре и имеет 
нильпотентный коммутант.  
Из определений π -длины, нильпотентной 
π -длины и производной π -длины вытекает сле-
дующая лемма.  
Лемма 2.2. Если G  – π -разрешимая груп-
па, то ( ) ( ) ( )n al G l G l Gπ π π≤ ≤ .   
В дальнейшем под ( )l Gπ
∗  будем понимать 
либо всюду ( )l Gπ ,  либо всюду ( )
nl Gπ ,  либо всю-
ду ( )al Gπ .   
Лемма 2.3 Пусть G  – π -разрешимая груп-
па. Тогда:  
1) если H  – подгруппа группы G,  то  
( ) ( );l H l Gπ π
∗ ∗≤  
2) если N – нормальная подгруппа группы G, 
то ( ) ( )l G N l Gπ π
∗ ∗/ ≤  и ( ) ( ) ( );l G l G N l Nπ π π
∗ ∗ ∗≤ / +  
3) если N  – нормальная π ′ -подгруппа груп-
пы G,  то ( ) ( );l G N l Gπ π
∗ ∗/ =  
4) если G  и V  – π -разрешимые группы, то 
( ) max{ ( ) ( )};l G V l G l Vπ π π
∗ ∗ ∗× = ,   
5) если 1N  и 2N  – нормальные подгруппы в G, 
то 1 2 1 2( ( )) max{ ( ) ( )}l G N N l G N l G Nπ π π
∗ ∗ ∗/ ∩ ≤ / , / .   
Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )
nl Gπ  утвер-
ждения доказаны в [2] и [7] соответственно. До-
кажем справедливость утверждения для произ-
водной π -длины ( )al Gπ .   
Для π -разрешимой группы G  зафиксируем 
субнормальный ( )aπ π′, -ряд (1.2), в котором 
число абелевых π -факторов совпадает с 
( )al G tπ = .   
1. Пусть i iH G H= ∩ .  Ряд  
 0 1 2 1nH H H H … H= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ =      (2.1) 
будет субнормальным для подгруппы H ,  при-
чем факторы  
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1 1
1 1
( ) ( )
( )
i i i i
i i i
H H G H G H
G H G G
+ +
+ +
/ = ∩ / ∩
∩ /
 
изоморфны подгруппам факторов ( )aπ π′, -ряда 
(1.2). Поэтому построенный ряд (2.1) будет 
( )aπ π′, -рядом группы H и число абелевых π -фак-
торов этого ряда не превосходит t.  Из определе-
ния производной π -длины заключаем, что 
( ) ( )a al H t l Gπ π≤ = .   
2. Ясно, что ряд  
0 1 1nG N G N G N N … G N N/ = / ⊇ / ⊇ ⊇ / =  (2.2) 




( ) ( )
( )
i i i i
i i i
G N N G N N G N G N
G G N G N
+ +
+ +





( ) ( ( ))
( ) ( ( ) )
i i i i i i
i i i i i
G G G N G G G N
G G G G N G
+ +
+ + +
/ ∩ = / ∩
/ / ∩ / ,
 
изоморфными фактор-группам групп 1i iG G +/ .  
Построенный ряд (2.2) будет ( )aπ π′, -рядом для 
группы ,G N/  и число его абелевых π -факторов 
не превосходит t.  Поэтому ( ) ( )a al G N t l Gπ π/ ≤ = .   
Пусть теперь ряды  
0 1 1nG N G N G N … G N/ = / ⊇ / ⊇ ⊇ / = ,   (2.3) 
 0 1 1mN N N … N= ⊇ ⊇ ⊇ =       (2.4) 
будут субнормальными ( )aπ π′, -рядами, в кото-
рых число абелевых π -факторов совпадает с 
( )al G Nπ /  и с ( )





G G G … G
N N N … N
= ⊇ ⊇ ⊇ =
= = ⊇ ⊇ ⊇ =
 
будет субнормальнымы ( )aπ π′, -рядом группы 
G,  в котором число абелевых π -факторов равно 
( ) ( )a al G N l Nπ π/ + .  Из определения производной 
π -длины получаем, что ( ) ( ) ( )a a al G l G N l Nπ π π≤ / + .   
3. Пусть N – нормальная π ′ -подгруппа груп-
пы G  и пусть ряд (2.3) является ( )aπ π′, -рядом 
группы G N/ ,  в котором число абелевых π -фак-
торов совпадает с ( )al G Nπ / .  Тогда ряд  
0 1 1nG G G … G N= ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  
будет ( )aπ π′, -рядом для группы G,  в котором 
число абелевых π -факторов равно ( )al G Nπ / .  Из 
определения производной π -длины следует, что 
( ) ( )a al G l G Nπ π≤ / .  Так как уже доказано, что 
( ) ( )a al G N l Gπ π/ ≤ ,  то ( ) ( )
a al G N l Gπ π/ = .   
4. Поскольку G  и V  – подгруппы группы 
G V× ,  то из утв. 1 следует, что  
max{ ( ) ( )} ( )a a al G l V l G Vπ π π, ≤ × .  
Покажем, используя индукцию по G V| | + | |,  
обратное неравенство. Пусть  
 0 1 1nG G G … G= ⊇ ⊇ ⊇ = ,       (2.5) 
 0 1 1mV V V … V= ⊇ ⊇ ⊇ =              (2.6) 
– субнормальные ( )aπ π′, -ряды π -разрешимых 
групп G  и V ,  в которых число абелевых π -фак-
торов равно ( )al Gπ  и ( )
al Vπ  соответственно. Пред-
положим, что одна из подгрупп 1G G/ ,  1V V/  яв-
ляется π ′ -подгруппой. Пусть, например, 1G G/  
– π ′ -подгруппа. Тогда 1( ) ( )
a al G l Gπ π= ,  а по ин-
дукции  
1 1( ) max{ ( ) ( )}
a a al G V l G l Vπ π π× = , .  
Поскольку  
1 1( ) ( )G V G V G G× / × /  
является π ′ -группой, то  
1( ) ( )
a al G V l G Vπ π× = ×  
и утв. 4 справедливо.  
Пусть теперь 1G G/  и 1V V/  являются π -под-
группами. Из выбора рядов (2.5) и (2.6) следует, 
что  
1 1( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1
a a a al G l G l V l Vπ π π π= − , = − .  
Действительно, у ( )aπ π′, -ряда  
1 1nG … G⊇ ⊇ =  
число абелевых π -факторов равно ( ) 1al Gπ − ,  
поэтому  
1( ) ( ) 1
a al G l Gπ π≤ − .  
Но если 1( ) ( ) 1
a al G l Gπ π< − ,  то у ряда (2.5) число 
абелевых π -факторов равно  
1( ) 1 ( )
a al G l Gπ π+ < ,  
что противоречит выбору этого ряда. Поэтому  
1( ) ( ) 1
a al G l Gπ π= − .  
Аналогично, 1( ) ( ) 1
a al V l Vπ π= − .  Отсюда следует, 
что  
1 1max{ ( ) ( )} 1 max{ ( ) ( )}
a a a al G l V l G l Vπ π π π, = + , .  
Используя индукцию, получаем:  
1 1 1 1( ) max{ ( ) ( )}
a a al G V l G l Vπ π π× = , .  
Так как  
1 1 1 1( ) ( )G V G V G G V V× / × / × /  
является абелевой π -группой, то  
1 1( ) 1 ( ) max{ ( ) ( )}
a a a al G V l G V l G l Vπ π π π× ≤ + × = , .  
Утв. 4 доказано.  
5. Пусть 1N  и 2N  – нормальные подгруппы 
в G.  По лемме Ремака группа 1 2( )G N N/ ∩  яв-
ляется подгруппой группы 1 2( ) ( )G N G N/ × / ,  
поэтому из утв. 1 и 4 следует, что  
1 2 1 2( ( )) max{ ( ) ( )}
a a al G N N l G N l G Nπ π π/ ∩ ≤ / , / .  
Лемма доказана.  
Лемма 2.4 Если G  – π -разрешимая группа, 
то ( ) ( ) ( ) ( )nn G l G l G n Gπ π π π≤ ≤  и  
( ) ( ) ( ) ( )ad G l G l G d Gπ π π π≤ ≤ .  
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Доказательство. Для ( )nl Gπ  утверждение 
доказано в [7]. Докажем вторую цепочку нера-
венств. Пусть  
0 1 1nG G G … G= ⊇ ⊇ ⊇ =  
– нормальный ряд группы G,  факторы которого 
являются либо π ′ -группами, либо π -группами, 
причем число π -факторов совпадает со значени-
ем ( )l Gπ .  Пусть 1i iG G +/  – π -фактор этого ряда. 
Тогда  
1 1i i i iG G G G Gπ+ +/ ⊆ / ,  
где Gπ  – π -холлова подгруппа группы G.  По-
этому  
1( ) ( )i id G G d Gπ+/ ≤ .  
Для каждого натурального t  подгруппа ( )( ) tiG  
является характеристической в iG ,  поэтому  




i iG G G+  
Так как  
( ) ( )
1 1 1( ) ( )
t t
i i i i iG G G G G+ + +/ = / ,  
то ряд  
0 1 1 1( ) ( )i i i i iG G G … G G G G G …
′ ′′
+ += ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  
1( ( ))
1 1( ) 1i i
d G G
i i i n… G G G … G+
/
+ +⊇ = ⊇ ⊇ =  
будет нормальным рядом группы G  и на участке 
от iG  до 1iG +  число абелевых π -факторов не 
превышает числа ( )d Gπ .  Поступая так с каждым 
π -фактором исходного ряда, приходим к нор-
мальному ряду группы G,  факторы которого 
являются либо π ′ -группами, либо абелевыми 
π -группами, причем число абелевых π -фак-
торов не превысит числа ( ) ( )l G d Gπ π .  Следова-
тельно, ( ) ( ) ( )al G l G d Gπ π π≤ .  Из утв. 1 следует, что 
( ) ( ) ( )a ad G l G l Gπ π π π= ≤ .  
Лемма доказана.  
Напомним, что через ( )O Gπ  ( ( ))O Gπ ′  обо-
значается наибольшая нормальная π -подгруппа 
(π ′ -подгруппа соответственно) группы G,  а 
( ) ( ) ( ( ))O G O G O G O Gπ π π π π′ ′ ′, / = / .   
Лемма 2.5 Пусть G  – π -разрешимая груп-
па и t  – натуральное число. Предположим, что 
( )l G N tπ
∗ / ≤  для всех неединичных нормальных 
подгрупп N  группы G,  но ( )l G tπ
∗ > .  Тогда:  
1) ( ) 1;O Gπ ′ =  
2) в группе G  существует только одна ми-
нимальная нормальная подгруппа; 
3) ( ) ( ) ( ( ))pF G O G F O Gπ= =  для некоторо-
го простого ;p π∈  
4) ( ) 1pO G′ =  и ( ( )) ( )GC F G F G⊆ .   
Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )
nl Gπ  утвер-
ждения доказаны в [2] и [7]. Докажем утвержде-
ния для ( )al Gπ .   
1. Предположим, что ( ) 1O Gπ ′ ≠ .  Тогда по 
условию леммы ( ( ))al G O G tπ π ′/ ≤ .  Теперь из лем-
мы 2.3 (2) заключаем, что  
( ) ( ( ))a al G l G O G tπ π π ′= / ≤ ,  
противоречие. Поэтому предположение неверно 
и ( ) 1O Gπ ′ = .   
2. Допустим, что в группе G  существуют 
две различные минимальные нормальные под-
группы 1N  и 2N .  Тогда 1 2 1N N∩ =  и по усло-
вию  
1 2( ) ( )
a al G N t l G N tπ π/ ≤ , / ≤ .  
Теперь из леммы 2.3 (5) заключаем, что  
1 2( ) max{ ( ) ( )}
a a al G l G N l G N tπ π π≤ / , / ≤ ,  
противоречие. Поэтому допущение неверно и в 
группе G  существует только одна минимальная 
нормальная подгруппа.  
3. Так как группа G  π -разрешима и 
( ) 1O Gπ ′ = ,  то ( ) 1O Gπ ≠ .  Подгруппа ( )O Gπ  раз-
решима и неединична, поэтому ее подгруппа 
Фиттинга ( ( ))F O Gπ  отлична от единичной под-
группы и, очевидно,  
( ( )) ( )F O G F Gπ ⊆ .  
Из утв. 1 следует, что ( )F G  является π -под-
группой, поэтому  
( ) ( ( )) ( ) ( ( ))F G F O G F G F O Gπ π⊆ , = .  
Так как подгруппа ( )F G  нильпотентна, а со-
гласно утв. 2 в группе G  минимальная нормаль-
ная подгруппа единственна, то  
( ) ( ( )) ( )pF G F O G O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ .   
4. Если ( ) 1pO G′ ≠ ,  то в группе G  будут 
существовать две различные минимальные нор-
мальные подгруппы: p -подгруппа из ( )pO G  и 
p′ -подгруппа из ( )pO G′ .  Имеем противоречие с 
утв. 2. Поэтому ( ) 1pO G′ = .   
Так как подгруппа ( )pO G  нормальна в G,  
то ( ( ))G pC O G  нормальна в G.  Предположим, 
что  
( ( )) ( )G p pC O G O G⊆ ./  
Тогда фактор-группа  
( ( )) ( ) ( )G p p pC O G O G O G/  
будет неединичной нормальной подгруппой фактор-
группы ( )pG O G/ .  Поскольку ( ( )) 1p pO G O G/ = ,  
то минимальная нормальная в ( )pG O G/  под-
группа ( )pA O G/  из ( ( )) ( ) ( )G p p pC O G O G O G/  
будет p′ -группой. Пусть K – p′ -холлова подгруп-
па из A.  Тогда фактор-группа ( ) ( )p pKO G O G/  
будет p′ -холловой подгруппой в группе 
( )pA O G/ ,  поэтому  
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( ) ( )p pA KO G K O G= = × .  
Так как K  холлова, то K  – характеристическая 
подгруппа в A,  а подгруппа A  нормальна в G.  
Следовательно, подгруппа K  нормальна в G  и  
( ) 1
p
K O G′⊆ = .  
Имеем противоречие. Поэтому допущение не-
верно и ( ( )) ( )G p pC O G O G⊆ .  Лемма доказана.  
Лемма 2.6 Если G  – π -разрешимая группа 
и 1 2π π π= ∪ ,  то 1 2( ) ( ) ( )l G l G l Gπ π π
∗ ∗ ∗≤ + .   
Доказательство. Для ( )l Gπ  и ( )
nl Gπ  утвер-
ждения доказаны в [6] и [7]. Докажем справедли-
вость утверждения для производной π -длины 
( )al Gπ .  Предположим, что утверждение неверно, 
и пусть G  – контрпример минимального поряд-
ка. Тогда для любой неединичной нормальной 
подгруппы N  группы G  по индукции  
 
1 2
( ) ( ) ( )a a al G N l G N l G Nπ π π/ ≤ / + / .      (2.7) 
По лемме 2.3 (2)  
1 1 2 2




( ) ( ) ( )a a al G N l G l Gπ π π/ ≤ + .        (2.8) 
Если существует нормальная неединичная под-
группа N  такая, что ( ) ( )a al G N l Gπ π/ = ,  то из (2.8) 
получаем, что  
1 2
( ) ( ) ( ) ( )a a a al G l G N l G l Gπ π π π= / ≤ + ,  
и лемма справедлива. Поэтому следует считать, 
что ( ) ( )a al G l G Nπ π> /  для любой неединичной 
нормальной в G  подгруппы N .  По лемме 2.5 
( ) 1O Gπ ′ = ,  в группе G  только одна минимальная 
нормальная подгруппа, ( ) ( ) ( ( ))pF G O G F O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ ,  ( ( )) ( )GC F G F G⊆ .  
Пусть ( )N F G=  и  
 ( ) ( )a al G N l G iπ π/ = −            (2.9) 
для некоторого натурального 0i > .  Фиксируем 
субнормальный ряд  
0 1 1nG N G N G N … G N/ = / ⊃ / ⊃ ⊃ / = ,   (2.10) 
где 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – либо абелева π -группа, 
либо π ′ -группа, причем число абелевых π -фак-
торов совпадает с ( )al G iπ − .   
Без ущерба для доказательства можно счи-
тать, что 1p π∈ .  Так как 1π π⊆ ,  то 1( )π π′ ′⊆ .  
Поэтому π ′ -факторы ряда (2.10) будут 1( )π ′ -фак-
торами. Если 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – абелевый π -фак-
тор ряда (2.10), то  
1
1 1 2 1
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
i i
i i i i
G N G N
G N G N G N G N
+
+ +
/ / / =
= / / / × / / / ,
 
где 1 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 1π -холлова подгруппа, 
а 2 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 1( )π
′ -холлова подгруппа 
группы 1( ) ( )i iG N G N+/ / / .  Теперь ряд (2.10) уп-
лотняем на участке от iG N/  до 1iG N+ /  следую-
щим образом  
1 1( )i i iG N G N G N+/ ⊃ / ⊃ / .  
Ясно, что первый фактор 1( )i iG N G N/ / /  будет 
1( )π ′ -группой, а второй фактор 1 1( ) ( )i iG N G N+/ / /  – 
абелевой 1π -группой. Поступая так с каждым 
абелевым π -фактором ряда (2.10), мы приходим 
к новому ряду группы G N/ ,  у которого факто-
ры либо абелевы 1π -группы, либо 1( )π ′ -группы, 
причем число абелевых 1π -факторов осталось 
прежним, т. е. совпадает с ( )al G iπ − .  Из опреде-
ления производной π -длины получаем, что  
 
1
( ) ( )a al G N l G iπ π/ ≤ − .        (2.11) 
Теперь имеем  
1 2
(2 9)
(2 7) (2 11)
( )













1 2 1 2
(2 11)
( ) ( ) ( ) ( )a a a al G i l G i l G l Gπ π π π
.
− + + = + .≤  
Лемма доказана.  
Лемма 2.7 Пусть G  – π -разрешимая груп-
па, Gπ  – ее π -холлова подгруппа. Если Gπ  абе-
лева, то ( ) 1al Gπ ≤ .   
Доказательство. Ясно, что в любой фактор-
группе группы G  π -холлова подгруппа абелева. 
По индукции ( ) 1al G Nπ / ≤  для каждой неединич-
ной нормальной подгруппы N  группы G.  По 
лемме 2.5 в группе G  только одна минимальная 
нормальная подгруппа, ( ) 1O Gπ ′ =  и  
( ) ( ( )) ( )pF G F O G O Gπ= =  
для некоторого простого p π∈ .  Так как 
( )F G Gπ⊆  и Gπ  абелева, то ( ( ))GG C F Gπ ⊆ .  Но 
из леммы 2.5 следует, что  
( ( )) ( )GC F G F G⊆ ,  
поэтому ( )G F Gπ =  и ( ) 1
al Gπ ≤ .  Лемма доказана.  
Лемма 2.8 Пусть G  – p -разрешимая груп-
па c бициклической силовской p -подгруппой. 
Тогда  
1) если 2p > ,  то ( ) 1pl G ≤  и ( ) 2;
a
pl G ≤  
2) если 2p = ,  то 2 ( ) 3
al G ≤  и 2 2 ( )G O G′,/  
либо имеет нечетный порядок, либо изоморфна 
3 ;S  в частности, 2 ( ) 2l G ≤ .   
Доказательство. По условию в группе G  
силовская p -подгруппа pG  бициклическая, по-
этому подгруппа ( )pG ′  абелева [1] и ( ) 2pd G ≤ .  
Если ( ) 1pl G ≤ ,  то ( ) 2
a
pl G ≤  по лемме 2.7. Пусть 
( ) 1pl G > .  Тогда по лемме из работы [3] число 
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2p =  и 2 2 ( )G O G′,/  изоморфна симметрической 
группе 3S .  Из леммы 2.7 следует, что 
2 2 2( ( )) 1
al G O G′,/ ≤ .  Поскольку 2 2 2( ( )) 1l O G′, ≤  и 
силовская 2-подгруппа из 2 2 ( )O G′,  имеет абеле-
вый коммутант, то 2 2 2( ( )) 2
al O G′, ≤  по лемме 2.4. 
Теперь из леммы 2.3 (2) получаем, что 2 ( ) 3
al G ≤ .  
Лемма доказана.  
 
3 Основные результаты  
Теорема 3.1. Пусть G  – π -разрешимая груп-
па с бициклическими силовскими p -подгруппами 
для всех p π∈ .  Тогда справедливы следующие 
утверждения:  
1) если 2 π∉ ,  то ( ) 2l Gπ ≤ ,  ( ) 2
nl Gπ ≤  и 
( ) 3;al Gπ ≤  
2) если 2 π∈ ,  то ( ) 4l Gπ ≤ ,  ( ) 4
nl Gπ ≤  и 
( ) 6al Gπ ≤ .   
Доказательство. 1. Ясно, что в любой фак-
тор-группе группы G  силовские p -подгруппы 
являются бициклическими для всех p π∈ .  По-
этому можно воспользоваться индукцией по по-
рядку группы. По лемме 2.5  
( ) 1















для некоторого простого p π∈ .  Так как силов-
ская p -подгруппа pG  бициклическая и 2p > ,  
то ( ) 1pl G ≤  по лемме 2.8. Поэтому ( )pG F G= .  
По лемме 2.1 подгруппа ( )Gπ ′  нильпотентна, по-
этому ( ) ( )G F Gπ π′ ⊆ ,  фактор-группа ( )G F Gπ /  
абелева и ( ( )) 1al G F Gπ / ≤  по лемме 2.7. Из леммы 
2.2 следует, что ( ( )) 1l G F Gπ / ≤  и ( ( )) 1
nl G F Gπ / ≤ ,  
а значит ( ) 2l Gπ ≤  и ( ) 2
nl Gπ ≤ .  Из того, что 
( )F G  нильпотентна и метациклическая следует, 
что ( ( )) 2d F G ≤ .  Следовательно, ( ) 3al Gπ ≤ .   
2. Под ( )l Gπ
∗  будем понимать всюду одну из 
длин: ( )l Gπ ,  ( )
nl Gπ ,  ( )
al Gπ .  Пусть 1 \{2}π π= .  То-
гда по лемме 2.6 
1 2
( ) ( ) ( )l G l G l Gπ π
∗ ∗ ∗≤ + .  По первому 
пункту доказываемой теоремы 
1 1
( ) ( ) 2nl G l Gπ π≤ ≤  и 
1
( ) 3al Gπ ≤ ,  а по лемме 2.8 2 2( ) ( ) 2
nl G l G= ≤  и 
2 ( ) 3
al G ≤ .   
Поэтому ( ) ( ) 4nl G l Gπ π≤ ≤  и ( ) 6
al Gπ ≤ .  Тео-
рема доказана.  
С учетом того, что ( ) ( )ad G l Gπ π≤  и 
( ) ( )nn G l Gπ π≤  при ( ),Gπ π=  из теоремы 3.1 по-
лучаем два следствия  
Следствие 3.2. [3] Если G  – разрешимая 
группа с бициклическими силовскими подгруппа-
ми, то ( ) 4n G ≤  и ( ) 6d G ≤ .   
Следствие 3.3. Если G  – группа нечетного 
порядка с метациклическими силовкими p -под-
группами для всех ( )p Gπ∈ ,  то ( ) 2n G ≤  и 
( ) 3d G ≤ .   
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